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ΘΕΜΑ 1Ο  
 
Α1. Σχολικό σελ.:253 
Α2. Σχολικό σελ.:273 
Β. 

a) Λάθος  
b) Σωστό 
c) Σωστό 
d) Λάθος 
e) Σωστό 

 
ΘΕΜΑ 2Ο  
 
Α. Για κάθε 2xx 2,1 ≥  µε ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇔−=−⇔−+=−+⇔= 2

2
2

1
2

2
2

121 2x2x2x22x2xfxf  
2x2x 21 −=−⇔  (αφού 02x,02x 21 ≥−≥− ) 21 xx =⇔  άρα η f  είναι   "1-1". 

 
Β. Αφού η f  είναι "1-1" στο [2, )+∞  είναι και αντιστρέψιµη. Θέτω 

( ) ( ) ( ) 2y2xy2x2xfy 22 −=−⇔=−+⇔= µε y 2≥  2y2x −+=−⇔  2y2x −+=⇔  ή 

→−−= 2y2x απορρίπτεται αφού 2x ≥  άρα ( ) 2x2xf 1 −+=−  µε 2x ≥ . 
 
Γ. Έχω ότι ( ) ( ) 2x06x5xx2x2xxf 22 =⇔=+−⇔=−+⇔=  ή 3x = . Άρα τα κοινά σηµεία 
της fC  µε την xy =  είναι τα ( )2,2 και ( )3,3 . Η 1f

C −  έχει τα ίδια κοινά σηµεία µε την xy =  όπως 
και η fC  αφού 1ff C,C − είναι συµµετρικές ως προς την xy = . ∆ηλ. τα κοινά σηµεία της 1f

C −  µε 
την xy =  είναι τα ( )2,2 , ( )3,3 . 
 
∆. Έχω ότι ( ) ( ) ( ) ( ) ⇔−=−⇔−+=−+⇔= − 2x2x2x22x2xfxf 421  

( ) ( )[ ] 02x012x2x 3 =−⇔=−−−⇔  ή ( ) 012x 3 =−−  2x =⇔  ή ( ) 2x12x 3 =⇔=−  ή 3x = . 
Οµοίως για 2x ≥  έχουµε ( ) ( ) 3x2....xfxf 1 ≤≤⇔⇔≤ −   οπότε 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )( ) =−−−+−=−=−=Ε ∫∫∫ −− dx2x222xdxxfxfdxxfxf
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ΘΕΜΑ 3Ο  
 
Α. ι) Έχω ότι : 321321 zzz0zzz −−=⇔=++ . Αρκεί να δειχθεί ότι: ⇔−=− 1321 zzzz  

⇔+=+⇔++=−−−⇔ 2
32

2
32323232 z2zzz2zzzzzz  
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( ) ( ) ( ) ( )32323232 z2zz2zzz2zz2 +⋅+=+⋅+⇔ ⇔  
⇔+++=⋅++⋅+⋅⇔ 3332322233233222 zz4zz2zz2zzzzzz2zz2zz4  

55141114 =⇔⋅+=+⋅⇔ . Οµοίως 3221 zzzz −=−  αν χρησιµοποιήσουµε ότι 312 zzz −−= . 
 ii) 1ος Τρόπος:  
Αρκεί να δειχθεί ότι: 2zz4zz 21

2
21 ≤−⇔≤−   το οποίο ισχύει, αφού από τριγωνική ανισότητα 

έχουµε: 211zzzz 2121 =+=+≤−  
2ος Τρόπος : 
Στο β. θα αποδείξουµε ότι οι εικόνες των 321 z,z,z  κινούνται σε ισόπλευρο τρίγωνο εγγεγραµµένο 

σε κύκλο ακτίνας 1 έχουµε 1 2 3z z R 3 3λ− = = =   οπότε 
22

1 2z z 4 3 4 3 4− ≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤  
ισχύει. 
(ii)β 

( ) ( ) ⇔≤+−−⇔≤−⋅−⇔≤− 4zzzzzzzz4zzzz4zz 221221112121
2

21  

( )( ) ( ) ( ) 1zzRe2zzRe242zzzz 21212121 −≥⇔≤−⇔≤++−⇔  
Β. Έστω  321 ,, ΜΜΜ  οι εικόνες των µιγαδικών 321 z,z,z αντίστοιχα.  Επειδή 

1zzz 321 === άρα τα 321 ,, ΜΜΜ  κινούνται στον µοναδιαίο κύκλο. Επίσης από το 

133221 zzzzzz −=−=−   ισχύει ( ) ( ) ( )132312 MMMMMM ==  δηλαδή το 321 MMM  είναι 

κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου και λόγω των 1zzz 321 ===  , είναι  
( ) ( ) ( ) 1OMOMOM 321 === , άρα το 321 MMM  είναι εγγεγραµµένο στον µοναδιαίο κύκλο. 
 
ΘΕΜΑ 4Ο  

Α. Περιορισµοί: 
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x 0 x 0
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x 1
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+ − = +∞ − 
(επειδή ( ) 01xlim

1x
=−

+→

, 01x >− , ( ) 21xlim
1x

=+
+→

 άρα +∞=
−
+

+→ 1x
1x

lim
1x

)  



 
Σάµος τηλ. (22730)-28685-89090 

  
 

27ΧΡΟΝΙΑ ΓΡΑΦΟΥΜΕ ΜΕ ΕΠΙΤΥΧΙΑ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ!     mailto:info@alpha.edu.gr     3    

Τέλος −∞=

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άρα το Σ.Τ. είναι το ( )+∞∞− ,  
 
Β. Αφού η f  συνεχής στο ( )1,0  και σε αυτό το σύνολο τιµών (Σ.Τ.) είναι το ( ),−∞ +∞  υπάρχει 

( ) ( ) 0xf:1,0x 00 =∈  επειδή f  γνησίως φθίνουσα στο ( )1,0   τότε το 0x  είναι µοναδικό στο 
διάστηµα ( )1,0  . Οµοίως η  f  συνεχής στο ( )+∞,1  και σε αυτό Σ.Τ. ( )+∞∞−= ,  υπάρχει 

( ) ( ) 0xf:,1x 11 =+∞∈  επειδή η f  γνησίως φθίνουσα στο ( )+∞,1  τότε το 1x  είναι µοναδικό στο 
( )1,0 . Οπότε η ( ) 0xf =  έχει δύο ακριβώς ρίζες. 

Γ. ( ) 1g ' x
x

=  ( ) xexh, =′  
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eexeyxeey:
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τότε ( ) ⇔=+α+−αα−⇔=α+αα−α+⇔α+=α−α⋅α 011ln0lnln1ln1ln  ⇔
≠α 1

(αφού αν 

1=α  ,0+2=0 02 =⇔  αδύνατο) ( ) 0f0ln
1
1
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∆. Αφού πρώτον, το ( )ααΑ ln,   είναι το σηµείο επαφής µε την gC  της κοινής εφαπτοµένης των 

hg C,C  και δεύτερο το α  είναι ρίζα της ( ) 0xf = στηριζόµενοι στο προηγούµενο ερώτηµα στο 
οποίο η ( ) 0xf =  έχει ακριβώς δύο ρίζες στο ( ) ( )+∞∪ ,11,0  , τότε θα υπάρχουν δύο ακριβώς τέτοια 
σηµεία Α, οπότε θα υπάρχουν δύο ακριβώς κοινές εφαπτόµενες.  
(Με διαφορετική διατύπωση: Στο προηγούµενο ερώτηµα έχει δειχθεί ότι οι εφαπτοµένες των 

hg C,C ταυτίζονται σε εκείνα τα σηµεία στα οποία οι τετµηµένες είναι ρίζες της ( ) 0xf = . 
Γνωρίζοντας δε ότι η ( ) 0xf = έχει ακριβώς δυό ρίζες, άρα και οι hg C,C έχουν ακριβώς δύο κοινές 
εφαπτοµένες) 
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